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CONFERENCIA I





GENERALITATS SOBRE LA HIPÒTESI

DELS ELEMENTS DISCRETS

A. FETS QUE PORTEN A LA NOCIÓ D'ELEMENT DISCRET

I. Per a Demòcrit , el fet de la possible divisió de la

materia té necessariament un límit . La última part, «in

divisible», l'anomena àtom « átoμov»

A la mateixa idea responía la noció d'àtom entre

els químics quan Dalton ) , per consideracions teòriques

sobre la mateixa, descobrí les lleis de les proporcions

constants i de les proporcions múltiples , que, juntament

amb la hipòtesi d'Avogadro , són la base de la noció de

pes atòmic.

La hipòtesi de la constitució dels cossos per pertícu

les molt petites, discretes , que poden combinarse consti

tuint parts d'altres cossos, ha estat fecundíssima per a la

Química.

Dintre d'un còs determinat s'admet que els àtoms

s'agrupen formant molècules, les quals responíen al límit

del procés de divisió física de què són susceptibles els

cossos, fins que altres fenòmens han vingut a demostrar

la necessaria complexitat de la molècula, de la qual, aixís

com de l'àtom, sembla que pugui arrencar-sen partícules

de electricitat anomenades electrons, que a la vegada

poden ajuntar-se a altres molècules i donen naixensa per

un i altre procés a «ions », gracies als quals , líquids i ga

sos esdevenen conductors de l'Electricitat .
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La noció de l'àtom de Demòcrit, equivalent a la no

ció que després es tingué de la molècula, fou la base de

la teoría cinètica dels gasos ideada per Bernouilli , així

com de les teoríes cinètiques de la materia en general,

les quals suposen les molècules en ràpid moviment (3, 4, 5) .

Gran acceptació tingueren aquestes idees, que foren, junt

amb la llei de la gravitació universal, la base de les teo

ríes de l'Elasticitat , Capil·laritat , etc.

Més tard, s'adonaren els analistes que podíen pres

cindir de la bastida que havía servit per alçar l'edifici de

la Física Matemàtica, i presentaren les teoríes d'aquesta

sota la base d'una constitució continua de la materia

i de certes lleis experimentals ; i seguint l'exemple de

Newton al presentar la llei famosa de la gravitació , a

priori , sense altra raó que la de la seva confirmació

a posteriori, es bastiren les teoríes anomenades fenomeno

lògiques que presenten les lleis condensades en equacions

diferencials establertes a priori, com la de Newton. Re

cordi's , per exemple, Lamé, per al qual tot problema de

Física matemàtica quedava reduit a un problema d'elec

ció de coordenades.

Gracies al esperit geomètric que pogué donar-se a

l'exposició de les teoríes físiques, prescindint de la hipò

tesi molecular, aquesta sufrí cert eclipsament.

2. En temps més acostats, però, la teoría atòmica ha

reprès sa preponderancia en el camp de la Física, mercès

a certs fets i consideracions , dels quals ens permeterem

recordar els següents :

A. El moviment anomenat brownià de partícules

petitíssimes , però visibles al microscopi o ultramicroscopi .

Es immediat l'atribuir aquests moviments a empentas

que reben les dites partícules de les molècules del líquid .

Si s'adopta aquesta hipòtesi, es pot arribar a calcular el

nombre de molèculas que conté un mol o molècula-gram
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(per exemple, 16 gr. d'oxigen) número anomenat cons

tant d'Avogadro) que resulta valer 68'5 X 1022; essent

admirable que el resultat concorde amb l'obtingut per

altres observacions que no tenen ni remotament res que

veure amb el moviment brownià (12) .

B. Difracció de raigs X. Aquest és un fet que de

mostra, per dirho aixís , la «ombra» de les molècules . Ja

sigui en la forma primitiva de l'experiment de Knipping

i Friederichs , ideat per Laue, ja utilitzant la « reflexió »

de Bragg (14), la naturalesa discontinua i discreta resulta

com evident causa de les taques que surten en el clixé

fotogràfic , obtingut per transparencia a l'atravesar un

feix de raigs X una làmina cristalina , o com a causa dels

espectres obtinguts per «reflexió» en les diverses cares. Y

és cosa admirable que poden calcular-se fàcilment les dis

tancies relatives entre les molècules reconstruint les ma

lles que formen aquestas, completament d'acord amb els

resultats a què condueix l'estudi de la forma externa i

simetría consegüent del cristall .

Altres fets podríem citar, que, si no porten a una

apreciació directa pel tacte o per la vista de les molècu

les, són, com els anteriors , evidents i directes conseqüen

cies de la hipòtesi molecular. Tan treballada es troba

avui aquesta, que's calculen el nombre de molècules , l'es

pai que ocupen, la distancia que les separa, el diàmetre

mitjà, la velocitat mitjana, l'espai mitjà que circulen

entre dos topades, etc. , etc.

Vegi's el quadre al final de aquestas conferencies .

3. L'electricitat s'ha revelat també en alguna de ses

manifestacions, com de naturalesa discreta . Diferents

experiments, especialment els de Millikan, observant el

moviment d'una partícula electrisada en un camp mag

nètic (12), han dut a considerar com a àtom d'electrici

tat la carga de 1'59 X 10-19 coulombs, o siga 4'77X 10-10
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unitats electrostàtiques C. G. S.; ja que sempre que s'ha

pogut observar una càrrega elèctrica , s'ha trobat ser un

múltiple d'aquest número elemental.

Ara bé, les quantitats d'electricitat iguals o múlti

ples d'aquella poden ser positives o negatives. En les

negatives, van juntes a materia ponderable de massa

molt escasa, constituint els electrons, dels que formen

per exemple, els raigs catòdics, havent-se pogut mesu

rar que la relació de la carga eléctrica a la massa és , per

exemple, pels raigs de menys velocitat

e = 1'76 × 107 unitats electromagnètiques

m

la qual, admetent la dita carga elèctrica dóna per a m

un valor sumament petit , que depèn a més de la velo

citat dels electrons que llensa el càtode i que ve a ésser

més de mil vegades més petita que la massa de l'ion

hidrogen a la Electrolisi. Masses comparables a aquesta

del ion hidrogen es troben també a més de les dels

ions, en els raigs canals , i dels raigs a del radi que en

punt a massa no són més que àtoms d'heli.

D'aquestes i altres propietats ha vingut a atribuir-se

una estructura corpuscular complexa a l'àtom al qual se

suposa constituit per un cert nucli voltat de electrons .

El caràcter electropositiu d'aquell vindría compensat per

les cargues negatives d'aquests . A moviments d'aquests

components atribueixen diverses teoríes la conductibili

tat, la difusió, la radiació , i per adaptarles als fets expe

rimentals s'han modificat constantment aquelles , atribuint

les més variades propietats a l'edifici atòmic segons la

naturalesa del cos que'ls posseeix (*) .

Mes no para encara aquí el camp de les teoríes atò

miques. A elles ha acudit el magnetisme amb la intro

(*) Vegi's , per exemple, Bohr Philosophical Magazine, 1915.
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ducció del anomenat magnetón (12) . Magnetón és el

moment magnètic elemental . Es al magnetisme ço que

l'electrón és a l'Electricitat . Si es consegueix alinear els

elements que en forma de petits imans constitueixen tot

cos magnètic, de manera que estiguin en l'estat de satu

ració, resulten els moments magnètics de les molècules

grams múltipls de una certa quantitat 1123,5 que re

presenta el magneto Molar . Per exemple pel ferro el múl

tipl es II, pel níquel 3 , etc.

Les ratlles espectrals, amb son aspecte discontinu

fan pensar en diversos centres de radiació , i gran quan

titat de físics han ideat estructura i forces interatòmi

ques per a explicar -les ; busquen sempre son origen en

moviments de partícules discretes .

La noció elemental discreta ha invadit fins allò que

semblaría menys assequible a ella : l'emissió y absorció de

les energies . Una teoría de què ens ocuparem en aquestes

línies, fecundíssima en ses conseqüencies i única que s'és

revelat d'acord ab els fets, es a dir amb la distribució

espectral de la energía, porta a creure que el còs que emet

ho fà per salts o per glops com si tingués son cabal en

certa moneda i no pogués ni cobrar ni pagar més que

en ella , sensa posibilitat de canvi per altre més pe

tita . (8) (9) (10) (11 ) (13) . Aquesta moneda, diguem-ho aixís , pels

balanços de l'energía, depèn de la frecuencia v de la vi

bració del element que emet o absorbeix energía, i val

hy ergs

essent hla constant de Planck que val 6'55 X 10-27.
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B. LA CONSTITUCIÓ DISCRETA DE LA MATERIA DEDUIDA

DE LA IMPOSSIBILITAT DEL PERPETUUM MOBILE

(3) (8) (9) 11) (14)

Tots els fenòmens naturals són irreversibles ja per

rahò del frec, de la conductibilitat, de l'efecte de Jou

le, etc. , que en ells de una manera o altra intervenen .

Aquesta irreversibilitat pot considerarse com una ten

dencia dels cossos a passar a un estat més segur, més

probable, d'existencia. Així per exemple, si en un pot

s'hi troben granets fins de dos colors , per exemple els uns

blancs i els altres negres, al sacsejar el pot, la barreja

tendeix fatalment a ésser de color gris . Quan se deixa caure

una agulla de llargada b sobre un paper en què previa

ment s'ha traçat una serie de rectes paral·leles equidis

tants, essent a la distancia entre dues de consecutives ,

fatalment la relació entre'l nombre de casos en què

l'agulla talla a alguna d'aquelles rectes i el de vegades en

26

πα
què no les talla tendeix a quan el joc es repeteix més

i més. Y com aquests podríam citar mils altres casos .

Resulta de tot això que l'atzar porta a una fatalitat,

té una fatalitat o una irreversibilitat . Inversament, po

dem referir aquesta a l'atzar i aplicar-hi les lleis de la

probabilitat . Mes perquè això sigui possible, és necessari

que comptem amb un gran nombre d'individuus elemen

tals. La color grisa d'aquella barreja de què s'ha parlat

tot just serà més veritat com més grans hi hagi; el valor

26

límit será tant més exacte com més vegades se llenci
πα

l'agulla ; les lleis de mortalitat i seguros necessiten per a

poder-se aplicar que les companyíes contin amb molts

assegurats i tant més exactes són quant major és son

nombre.
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Asignem a cada estat o configuració d'un determinat

sistema una certa probabilitat d'existencia . Dihem que

en la marxa del temps, si aquell estat o configuració del

sistema soposat isolat, es transforma, és que passa a un

estat més probable.

Enunciada així la noció de probabilitat no té gaire

sentit precís. No ha arribat a obtenir-lo encara, «in ge

nere» sols en certs casos particulars , com veurem tot

seguit . No obstant, admetem que existeix per a cada sis

tema una certa funció que defineixi la probabilitat, és a

dir, que augmenti al transformar-se, abandonat a sí ma

teix, el sistema isolat.

S'anomena entropia el logaritme de la dita proba

bilitat, multiplicat per una constant absoluta igual per a

tot. Si E es la entropia, W la probabilitat i K la dita

constant, anomenada de Boltzmann;

S=KI.W

Si un sistema és compost de dugues parts indepen

dents, la probabilitat del sistema total serà el producte

de les dels components, segons es conseqüencia de la noció

mateixa de probabilitat. L'entropia d'un sistema en vir

tut de la definició anterior serà, doncs, la suma de les

entropies dels sistemes parcials que'ls componen, sempre

i quan siguin independents .

En la conferencia següent exposarem qué es pren com

a probabilitat en els gasos monoatòmics.





CONFERENCIA II





TEORÍA DELS GASOS MONOATÒMICS

A. TEOREMA DE LIOUVILLE (* ) . (6) (7)

Sigui un sistema format per un gran nombre de

constituients (vg. una massa gaseosa composta per mol

tíssimes molècules); però en què cada element del sistema

ve completament determinat i definit pel mateix nom

bre de variables. Admetem que les variacions que sofrei

xen amb el temps obeeixen a les lleis de la Mecànica,

de manera que les equacions que determinen aquelles

venen donades en la forma canònica (**)

Designant per H llur energía total, & i U respecti

vament les cinètica i potencial , H = 6 +U. Suposem

també al sistema conservatiu, amb la qual cosa tindrem

la integral de forces vives H=h=constant .

n

Si q, 92.9, representen les coordenades d'un ele

ment del sistema i p, p₂ P sos paràmetres respec

tius que són iguals , com sabem, a les derivades parcials

de T respecte a les velocitats q' ,, q'2 ... q' , les canòni

ques tenen la forma

n

...

dq, H

dt op,

i altres per l'istil per a cada element constitutiu del sis

=
dpr

dt

SH

δη ,

r= I, 2 ...n

(*) LIOUVILLE, Journal de mathématiques. 1838 , pag. 368.

(**) V. APPELL, Traité de Mécanique Rationnelle, tomo II . París, 1896.
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tema donat. D'aquestes equacions se dedueixen aquestes

altres

dq'r

6qr εpr

op',
+

Sumant les igualtats corresponents als diferents valors

der i als diversos elements del sistema, s'obté una equa

ció de la forma següent

Eu δυ στο

+ +
δχ by dz

que en Hidrodinàmica representa la condició de incom

presibilitat en la forma de Euler. Passant a la forma de

I N
Lagrange (* ) , si 91,0 92,0 In, son els nN valors ini

cials de les coordenades que intervenen en el sistema

pels seus paràmetres inicials , se tindrài

....

Y= I, 2 ...n

....
(aq )

8(9109 )
...

In,o)

és a dir, si els valors inicials estàn compresos entre q 。 i

91, +dqi ....q i dq, a un temps determinat estaràn com

presos entre q, i q₁+dq,, complintse la condició

dqdp = dq} · · · .dp .

O d'altra manera , la integral S... Sdq ・・ ・ dp

presa entre determinats límits, és un invariant en el

temps, és a dir el seu valor no canvía quan se substi

tueixen les q..... i p ..... pels valors que tinguin en un

instant qualsevulga amb tal que els límits siguin els va

lors que prenen els antics en l'instant que's considera .

Cada element definit per q... qn P₁ Pn pot ve

nir representat per un punt en l'espai de 2n dimensions;

... •
"

=I

"

;

...

(*) V. APPELL, Traité de Mécanique Rationnelle, tomo III , París, 1903.
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en aquesta Geometría la integral anterior representa un

volum. El valor d'aquest volum és invariable amb el

temps , encara que's transformi , com és invariable el vo

lum d'aigua que formen , per exemple, un cert nombre

de molècules, al moure's el líquid.

B. ENTROPIA DE UN GAS MONOATÒMIC (8) (10) (11)

Els elements de un gas monoatòmic són els àtoms

cada un dels quals ve definit per les coordenades x, y , z

i els paràmetres p₁ =mx', p₂ =my' , p₂ =mz' .

Imaginem l'espai de sis dimensions en que cada àtom

és un punt, dividit en espais parcials « paral·lepipèdics >>

molt petits i iguals , el qual volum serà un invariant se

gons el teorema de Liouville. A cada element de volum

l'anomenarem element de probabilitat; serà designat

per σ.

Sigui una molècula-gram del gas que s'estudía, i fem

la distribució de les molècules (o àtoms ja que's tracta

d'un gas monoatòmic) entre ' ls elements de probabilitat

segons les lleis de l'atzar. Per a fer la distribució , consi

derem, per exemple, dintre d'una bossa tants daus com

molècules té la molècula-gram (68×10²²) i amb tantes

cares com elements de probabilitat , estant numerats tant

aquelles com aquests. Llencem un dau i el portem a

l'element de probabilitat el número del qual és el de la

cara que ha quedat a sobre, i repetim l'operació fins que

hagim distribuit tots el daus . Així haurem fet una distri

bució de daus segons les lleis de l'atzar , a la qual corres

pondrà una distribució de molècules entre 'ls diferents

elements de probabilitat . Element hi haurà que tindrà

una, dues, altres tres molècules, altres cap, etc. Repetim

una i altre vegada el sorteig. La probabilitat que surti

aquesta distribució podrà mesurar-se pel nombre de per

3
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mutacions que es poden fer amb totes les molècules de

manera que en cada element de probabilitat n'hi hagi el

mateix nombre que en aquella distribució.

Sigui W aquest nombre de permutacions. Si dintre de

una σ, permutem el nombre N, de molècules que li han

tocat, no variem evidentment la distribució. Però , essent

N, el nombre de permutacions que's poden fer amb elles ,

dintre de σ,, se tindràn en total N,! W permutacions di

ferents, encara que totes corresponen a «la mateixa dis

tribució». Repetint el raonament per a totes les o, arriba

rem a formar totes les permutacions que's poden, el

nombre de les quals, essent N el del total de molècules ,

és evidentment N!. Per tant,

N₂! N₂! N₂ ! ........ W=N! ;

W= (ΣN,=N)

N!

IIN,!

;

Pendrem com a valor de la W de la conferencia an

terior el que acabem de trobar sens més justificació que

el ser-hi conduits mitjançant lleis d'atzar i per la confir

mació a posteriori quan la llei obtinguda se confronti amb

els resultats experimentals .

Sigui fo l'expressió de N, amb la qual cosa entenem

formular la llei de la distribució del nombre de molècu

les en les diferentes o. Segons el que hem dit respecte de

l'entropia en la conferencia anterior, la entropia que co

rrespon a aquell estat del gas, és

S=KI.

N!

II (fo)!

essent N= fo,f será dita densitat del element o.

Recordant la fórmula aproximada de Stirling,

pl= (2)² √2xp
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quan és molt gran, tindrem,

S=K .N!-l. (fo)!
=

= K [ N / . (~ ) + 1.√/2 =N— 2/ dl . ( 2 ) √20]
+1.√2πN- Σfol. —

e

Dat que N és molt gran, l.N i l.fo son despreciables

al seu costat, i l'expressió de S pot simplificarse resultant

S=K [N.N-Σfol . (fo) ]

Si suposem el gas en equilibri termodinàmic, és a

dir no sofrint transformació de cap classe en la distribu

ció que'l defineix, la probabilitat del séu estat haurà

d'ésser màxima i per lo tant també la seva entropia. Així

és que si volem conèixer la distribució f corresponent a

l'estat d'equilibri, bastarà buscar la condició de màxim

de S.

m

2

Considerant que essent la energía cinètica del gas ,

f ha de satisfer a les condicions

C=" Σ (x²+ y'²+z′¾ƒs_i_N=Σfo ( a)

arribarem, segons se pot veure en la nota 1.ª al final de la

conferencia, a

,2

t= ae —B (x²+ y²² + 2²)
-·

(en que a iẞ son constants) ; aquesta llei és la coneguda

llei de Maxwell de distribució de velocitats en un gas.

Per a determinar les constants a iẞ tindrem compte

de les condicions (a) i a més que

Sdxdydz=V= volum del gas .

Encara que cada element de probabilitat o és un vo

lum finit , per a poder calcular la a i la ß suposarem que
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és un element diferencial de volum en el espai de 6 di

mensions , és a dir que

o=dxdydz × m³dx' dy' dz', convertintse les en S.

Substituint el valor de f que expresa la llei de

Maxwell en les igualtats (a) , tindrem:

N=Σfo=am³

N=am³V

N=

C=

am³ V π 2/

a=

Se -tu² +。

"So - Pu

B2

3 am4 V

4

2

− ẞ (x² + y² + ¿ª³)
dxdydzdx dy´dz′

·

>

200

C=

=== * v ƒ˜¨¸ (x² +ŷ*+ z' ") e =?u² +r'"+ 1", ac ay ar

am4

V

S

2

,2

2

(x²².(૨
dx' dz

5

- ³³ (x²²+ y²² + x²²)

(*)

Del valors de Ni surt desseguida

N

= (

3N

4mT

3

2

S= KN | 1.V + 31.8+ 1.
23 1.8 +1 . [ (

(**)

axadx' dy' dz'

"

Substituint aquests valors en l'expressió de ƒ i aquesta

en la de l'entropia, resulta que per a un gas monoatòmic

en equilibri,

3m
N

B=

46

(*) Vegi's la nota 2. al final de la Conferencia.

(**) › 3.a D >

(***)

me) 32 .•)².N− ÷ (~~)]] (***)
+
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Els dos primers termes d'aquesta expressió són els

que's troben en l'estudi de la Termodinàmica clàssica , cor

responent el tercer a la constant arbitraria que figura en

l'expressió de la Entropia. Aquí no hi ha més indetermi

nada que la K que aviat fixarem, i la o que també veu

rem com se pot determinar.

Si suposem =Ng, la última igualtat es conver

teix en

4 3

S=KN 1.V + 21.6+ 1 . [ ( me ) + N − + ]]

3 =

2

Aquesta expressió, trobada suposant una molècula

gram del gas considerat , es vàlida per una massa qualse

vol si N representa el nombre total de molèculas d'a

questa.

C. NOCIÓ DE TEMPERATURA. CALORS ESPECÍFICS .

VALOR DE L'ELEMENT DE PROBABILITAT

Definirem la temperatura T per la relació

dU+pdV

=
en què U energía interna = en el nostre cas , p és

la pressió i V el volum. Farem servir aquesta relació com

a definició de temperatura suposant conegudes les no

cions de volum, entropia, energía interna , i pressió ,

(pdV treball o energía) .

Considerant la S com a funció de les dugues varia

bles T i V, la relació anterior dóna

S

ds= T

8

H
E

=

I

T : 355 35
i

8V T
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Per altre part del valor conegut de S traiem que

KN

$_E}

=

ὃV V

&S 3 KN

=

88 2 T

Per lo tant, deduim que

T=32KNT

es a dir que l'energía interna no depèn més que de la tem

peratura (Joule) , i

i

pV=KNT

que és l'equació d'estat dels casos perfectes , que general

ment té la forma pV= RT.

Aquestes relacions ens permeten determinar K, puix

s'haurà de verificar KN= R, i R es coneix experimental

ment; si ens referim a una molècula-gram, sabem que R= 2

en calories petites . Així obtenim el valor de K que figura

en la taula final de aquest llibre.

Suposem ara un volum qualsevol d'un gas mono

atòmic que tingui n molècules-grams. Sigui c, la calor

específica molecular a volum constant i A l'equivalent

mecànic de la calor en ergs.

i per tant

Valgui la relació: db = Anc,dT com a definició de ca

lor específica però segons una de les fòrmules anteriors

d =2KNndT

C₁=

3 KN

2 A

3 R--=

2 A

R
Com que

=2

A
Cy =3 .

Recordant que, segons pot demostrarse , en tot gas mo
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5

noatòmic, = resulta que Cp

Cp

Cy 3
" que c = calor específic molecu

lar a pressió constant, es 5 .

Anem are a veure com se pot determinar l'element

de probabilitat o . Per això suposem un gas monoatòmic

que es liquidi a una temperatura molt pròxima al cero abso

lut, per exemple, l'argon . Considerem un sistema constituit

per les fases líquid i vapor saturat i suposant que aquest

se comporta com un gas monoatòmic, busquem la dife

rencia d'entropies del vapor i del líquid. Anomenant

aquestes respectivament per S, i S,, i per Q la calor de

vaporització a la temperatura T del sistema, tindrem

g

Se - S₁ =2 .

El principi de Nernst ens autoritza a suposar que

S, és cero ja que T es molt a la vora del cero absolut .

Queda doncs,

S =

Donada la petitesa de T, podem posar

Q=n [r₂ + (3+), T]

Τ

en què ŉ representa el nombre de molècules-grams que

conté el vapor, ir, la calor molecular de vaporització 0 ,°

(constant) . La variació ( d'aquest amb la tempera

tura serà evidentment igual a la calor específica molecu

lar a pressió constant. Recordant que c = Cv
5-5 R,
=

3

tindrem

Q =n (% +2 RT)
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d'on

Sg

_" ( 2 + 2 RT )
=

T

Si en la expressió trobada avans per a l'Entropia,

posem la V i la en funció de pi Ti substituim el

resultat en aquesta última obtindrem una relació que

ens permetrà calcular g determinant experimentalment

les altres quantitats que hi intervenen. Els resultats ob

tinguts en tots els gasos experimentats són que g és

constant i igual a h³ essent h la constant de Planck

que veurem en la teoría de la radiació. Segons això,

l'element de probabilitat és proporcional a N. Observis

que s'ha pogut arribar a aquest resultat gracias al prin

cipi de Nernst .



Determinació del màxim de

NOTA 1.ª

S=(KNI.N―Σfol. (fs))

m

amb les condicions = Σ(x² + y² + z²² )ƒo_i_N={£ƒ .

Aplicant el mètode de Lagrange, tindrem

ds = o...... [gofl. (fa ) +σôf] =o Σof[l. (fo) +1 ] = 0.

δΣξσ = 0 ...... Σσδf=ο 28/=0

=o...... 2 (x + y + Gôf = 0 . 2 (x +y + z of =

d'on

Sumant les tres últimes després de multiplicar la segona per a i la

tercera per ẞ i igualant a zero els coeficients de of, tindrem

1. (fo) + 1 +a + ẞ(x² +12 +22) = 0

Fent 1 +a - 1. (ao) , resulta

...

=αe

· (1) +B(x² +y²+ 2²) =0

-B(x²+y² +3²²;



"

Càlcul de I₁=fff. °e -ẞ (x²² + y²² + z¹²) dx'dy'dz′,

Passant a coordenades polars, amb x²+y² +2² = v² resulta:

Fent Bu2z, tindrem

S.

I₁=

2π

3

32

NOTA 2.a

11=4π ˚e—ßv²v2dv.

-S

Oc 3

Ос

1

dz

2π

Τ

π

(1) = (-)=
2



Càlcul de I =
=SSS °(x²² +y²² + 2²²

Passant també a coordenades polars, tenim

4= Se

12=4T

Fent Bv2z, resulta

12 = 2πt
-

5

NOTA 3.

e

- % 1 2π

S -40-#

dz=
= 2= r (2/2) = 1/3(음)=

B2

3 (x² +y² + z¹² ) dx'dy'☛+2²²) e¯ß(x²²+y²² + x²²

2

5

2

e-ẞv2v4dv.

ลܣ



Càlcul de l'expresió

Es té evidentment:

= K [NI.N — Σjo (1.ƒ+1.5) ] = K[ NI.N_Σfol.f + Σfol.o]

-

S = K [NI.N_Σfol. (fr) ]

·K [ NIN — Σjol.f — NI. c] = K[ N.(†)– Σfob.t]
- 2

-

S=K[ NI. (~¥) — 2jz[ La —B (x²+grª +2°³)]

-

S

S = K [ NI. († ) — La.N + } & { v * + y* +2%%]
− l.a. ß

S=K [NL. (~ ) – N.a +325 ] = K [N!.m

=

NOTA 4.*

KN [ 1 († ) +

1.

= KN [ LV +

LV

1 ~ +

+

+

23/ 1.8

1 ~

[ (

3N

(~ ) ~N ~ ) ~]

-NI. +

-
5

2

+ 1. [ (j = m² ) ²x¯†] ]

N

5

= m ) * ~ ~ * (~ ]]

πme N



CONFERENCIA III





TEORÍA DE LA RADIACIÓ DE PLANCK

(8) (9) (11) (12)

A. INTRODUCCIÓ DE LA HIPÒTESI DELS QUANTA

Al parlar de radiació s'ha d'entendre la propagació

d'energía radiada en qualsevol de les formes conegudes,

calorífica, elèctrica o lluminosa. El fenomen de la radiació

s'admet universalment que és de naturalesa electro-mag

nètica, de manera que les teoríes de la mateixa o han de

ésser les admeses i usuals del Electromagnetisme o han

de ésser teoríes noves que comprenen a aquelles en una o

altre forma. En la teoría de Planck, que anem a estudiar,

s'admet la teoría de Maxwell complementada per la nova

hipòtesi dels quanta d'energía .

Segons el teorema de Kirchhoff, l'estudi de la radiació

d'un còs qualsevol es pot reduir al de la del còs negre (*) .

Sabem també que la radiació que omple un recinte im

permeable, suposada en un estat inicial qualsevol, acaba

per arribar a un estat d'equilibri en que té tots els ca

ràcters de la radiació corresponent al còs negre . Per aquest

motiu és que, per a buscar la llei de la radiació , se

suposa un recinte impermeable ple de radiació en estat

d'equilibri, o sigui en l'estat més probable.

2. La llei de la radiació quedarà establerta quan co

neixem la relació que lliga la densitat de l'energía corres

(*) Vegi's per exemple, a més de la Bibliografía corresponent a la radiació,

qualsevol tractat de Física o d'Óptica . Vg. els de Bouasse, Chwolson, Wood, etc.
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ponent a les radiacions de freqüencia determinada amb

aquesta i la temperatura. A això s'arriba establint una

serie de relacions encadenades sobre les quals anem a

donar una idea general .

a) Suposem un recinte impermeable ple de radiació

en estat d'equilibri i en un punt qualsevol un reactiu

d'aquesta, un electrón , per exemple . Sota l'acció del camp

electro-magnètic de la radiació, l'electron oscilarà esta

blintse un equilibri entre l'energía que emet i la que reb.

Les oscilacions s'aniríen esmortint si el recinte no fos

impermeable, però en la nostra hipòtesi el camp elec

tro-magnètic de la radiació, reacciona sobre l'electrón

forsant-lo a vibrar indefinidament. La teoría electro-mag

nètica de Maxwell ens permet determinar la densitat

d'energía del camp per les freqüencies compresas entre

vi + dv, la qual designarem per udv. Per altra part

podrem calcular l'energía mitjana U de l'electrón .

Las dues energíes estarán lligades per una relació de

la forma

U=f(u ,)

b) Consideració previa . -Suposem un còs molt gran

que irradia calor, p.e. un gran dipòsit ple d'aigua calenta .

Evidentment que, en un instant donat, hem de suposar

una certa entropia a aquest còs, la qual haurà d'augmen

tar a mida que va transformant-se cedint calor . Aquest

còs suposantlo isolat, pert molta calor sense variar apenas

la temperatura, ja que'l suposem molt gran, i l'entropia,

en lloc d'augmentar, disminuirá . Això ens diu que hem

d'atribuir entropia a la radiació que'l còs emet a fi que

la suma pugui ésser més gran que l'entropia primitiva

del còs.

Considerem ara un recinte impermeable ple solament

de radiació en l'estat de la del còs negre. Aquesta radia
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ció que omple el recinte tindrà una energía total u cons

tant i una certa entropia s que haurà de ser màxima per

correspondre al estat més probable. D'aquesta condició

deduirem una relació entre sy i u , suposant que sydv

representa l'entropia de les radiacions de freqüencia com

presa entre viv+ dv.

S'introduirà la noció de temperatura definida per

ds I (*)

du T

c) Tornem a considerar el sistema radiació i elec

trón vibrant en equilibri en el que l'electrón tindrà també

certa entropia S. Suposant l'estat de radiació del còs ne

gre, l'entropia total haurà de ser màxima, i deduirem així

una relació entre l'entropia S del electrón i la sydv de la

radiació

S= (s )

d) Hipòtesi de Planck . - Aquest físic eminent suposa

que l'energia de l'electrón no varía d'una manera continua

sinó que ho fa per quantitats finites anomenades quanta i

que depenen únicament de la freqüencia propia de l'elec

trón. Així, doncs, en un instant donat, l'energía del res

sonador és un múltiple enter del quanta corresponent a ell .

Feta aquesta hipòtesi considerem un nombre molt gran

d'electrons de la mateixa freqüencia i distribuim entre

ells , segons les lleis de l'atzar, l'energía total que'ls corres

pòn, suposant-la constituida per quanta. Així trobarem

una relació entre l'entropia de tots els electrons i la seva

energía total ; després fácilment obtindrem la relació que

lliga l'energía mitjana d'un electrón amb la seva entropia.

D'aquesta manera haurem obtingut quatre equacions en

4

(*) Vegi's que es la definició que varem donar en el cas d'un gas mono

atòmic.
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tre les quantitats U, uv, sv, Si T; podrem expressar

doncs, cada una d'elles en funció de T, i per tant, u, en

funció de T que és ço que'ns proposem.

B. DESENROTLLAMENT DE LA TEORÍA (*)

I. Detallem ara la manera d'establir cada una de les

relacions anteriors.

a) Suposem l'electrón situat a l'origen de coordena

des i vibrant segons la direcció de l'eix de les x. Les

forces que actuaràn sobre d'ell seràn una de naturalesa

elàstica, altre serà l'esmortiment i per fí l'acció elèctrica

del camp electro- magnètic de la radiació . Suposant

m massa de l'electrón

e = càrrega elèctrica de íd . (unitats electroestàtiques )

Vo freqüencia propia de id.=

y = » de l'acció del camp

p = coeficient d'esmortiment

2π 。=no i 2πV=N

aquestes forces seràn respectivament

dx

dt

-
-mno2x,

-
2pm

i ·exeint (**)

·+ no²x= ・

-

i l'equació diferencial del moviment de l'electrón serà

d2x

dt²

dx

+ 2pat
+

ea

m

eint

Mitjançant el teorema de Pointing, es pot calcular p

que val p= representant c la velocitat de la llum.

3mc3

e²n 2

(*) Vegi's Sommerfeld: Taschenbuch für Mathematiker und Physiker, Leip

zig, 1913.

(**) La e de eint és la base dels logaritmes neperians i la i és VI.
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és

Integrem l'equació anterior . Una solució particular és,

ea I

evidentment , x-beint essent b=

m no²—n²+2inp

La solució general de l'equació incompleta

d2x dx

-+2P at
dt2 dt

i per tant la solució general será

i suposant

resulta

x=e-P (Acos not + Bsenn.)

+no²x=0

x=e-Pt (A cos not +B sen not) + beint.

Podem suposar que'l temps que fa que vibra l'elec

trón és suficient gran perquè el primer terme (que

correspon a un moviment periòdic amb esmortiment) si

gui despreciable , i ens queda

x=beint

Mes la b es pot escriure així

b=——
ea n²-n²-zinp

m (n。²—n²)² + (2np)²

2np

Ñ=(n²—n²)² + (2np)² i tga= no²-n²

e aei (nt -a)

m N

o bé, prescindint de la part imaginaria,

ea

x=1 cos (nt—a)

mπ

equació definitiva del moviment de l'electrón.
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Les energíes cinètica i potencial d'aquest moviment,

seràn, respectivament

L'energía total en un instant donat, serà, doncs

e² a²n²

2m N

i l'energía mitjana

Sien (

e² a²n² n

2m 2 2

m

m (d) i =(nox)"2 dt

sen² (nt- a)+

sen² (nt- a)dt+

e² a²n²

2m

e² a²n² n

2m N2

cos² (nt- a)

e² a²

4mÑ² (n²+ n¸²).

J= = √

=

Això serà l'energía mitjana de l'electrón baix l'acció

solament de les radiacions de freqüencia v. Mes com que

la radiació que omple el recinte és complexe, les diferen

tes radiacions contribuirán a l'energía de l'electrón amb

la seva amplitut i freqüencia.

Fent a²= adv = suma de quadrats de les amplituts

de les vibracions de freqüencia compresa entre v i v+dv,

sustituint i integrant per a totes les freqüencies tin

drem:

Energía mitjana de l'electrón=U=

Designant per a un valor mitjà de a², en que v és

molt poc diferent de vo, tindrem

2te o

iS0

e2

4m.

n

cos² (nt- a) dt=

n²+ no²

dv.

OC 2

av

N2

(n² + no²) dv.
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d'on (*)

o bé

UJ=

Designem, segons s'ha dit , per u,dv, la densitat d'ener

gía de la radiació per a les freqüencies compreses entre

viv+dy i calculemla ab ajuda de la teoría electro-mag

nètica de Maxwell. Tenint en compte que el camp de la

radiació és isòtrop, els quadrats dels valors eficaços de les

avdv

tres components elèctriques o magnètiques valdràn 2

i tindrem

I andv

uydy= .6

8π 2

Uv=

e²¯ã³

16mp

U=

3

8π

u=V

Dels valors de Ū i u, deduim, tenint en compte la

expressió de p,

2

αν

C3

8πνο

=

S

-Uv

que és una de les relacions que buscàvem.

b) Suposem que el recinte ple tan sols de radiació

té un volum V. Donat que és impermeable per a la radia

ció, la seva energía total u és invariable i vindrà expres

sada per

OC

3
adv

8π

udv.

(*) Vegi's la nota al final de la Conferencia
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A la vegada l'entropia s de tota la radiació serà evi

dentment igual a la suma d'entropias de les radiacions

de diferent freqüencia i podrem escriure

-

ds=0 ó bé

representant s,dv l'entropia de la unitat de volum de les

radiacions de freqüencia compresa entre viv +dv.

Estant la radiació en l'estat més probable , la seva

entropia haurà de ser màxima a igualtat d'energía total

Expressem això i tindrem

S.

amb la condició

OC

•S.

ос

s=V Sydv

dsvdv= 0 i també

Sen.

ds=V

du dv= 0

asy

S( - )

δυν T

S.

Multipliquem aquesta per un factor indeterminat

I

T
i sumem les dugues igualtats; resulta

Suvdv= 0

ос

dsy I

=

δυν T

0=1

δεν

duy

I, com aquesta té que ésser cero, cualsevol que si

gui du ,

Suvdy=0

Per a veure la significació física de , donem a tota

la radiació una certa quantitat de calor; augmentarà la

seva energía i variarà l'entropia i tindrem

Sear, du dv = d [ V Sundv ]

δυν

I

duydvd

T
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d'on

ds

du

=

T

Es a dir que entre les variacions de l'entropia i

energía de tota la radiació hi ha la mateixa relació que

entre les corresponents a radiacions de freqüencia com

presa entre vi v+ dv. Vol dir que la T quant la radia

ció és en l'estat corresponent al còs negre, és una cons

tant per a totes les freqüencies; en direm temperatura de

la radiació i la suposarem definida per la relació anterior .

c) Considerem el recinte ple de radiació i l'electrón

vibrant.

L'entropia total serà la suma de les entropies de la

radiació si de l'electrón S, és a dir que

Entropia total= S + s

VS.

essent s=V

essent u=V

OC

L'energía total, que serà constant, serà també la

suma d'energies U de l'electrón i u de la radiació , o sigui

Energía total = U+ u

Sydv.

Se

SU+Vouydv= 0

udv.

Suposant electrón i radiació en equilibri, l'entropia

total haurà de ésser màxima. Tindrem , doncs ,

8S+ Vƒdsvdv= 0
amb la condició

SU+Vƒ˜duvdv=0.

Practicament, sols tindràn influencia sobre l'elec

trón les radiacions de freqüencia molt pròxima a la

seva.

Segons això, les integrals anteriors podràn reduirse

a un sol element i tindrem

8S+Vosvdv= 0,
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d'on

as

SU

osv

δυν ==Τ

H
I
T

trón és la mateixa

resulta

la qual cosa ens diu que la temperatura de l'elec

que la de la radiació. També

as SU

=

&sv Suv

o sigui que entre Si s, hi ha la mateixa relació que

entre U i uv.

d) Tenim electrón i radiació amb equilibri i

anem a buscar una relació entre l'entropia i l'energía

d'aquell.

Aquí es aon s'introdueix la noció dels quanta .

Anem a calcular l'energía mitjana d'un ressonador . Per

això, suposem sa vibració influenciada per la serie de les

radiacions monocromàtiques . En diversos moments tin

drà diferents valors que suposarem que obeeixen a les

lleis de l'atzar . Si dintre d'un temps molt gran, pre

nem la mitjana de tots aquests valors , tindrem l'energía

mitjana que's demana . Mes arribar a efectuar aquest càlcul

sembla difícil . El suposarem equivalent a aquest altre .

En lloc d'un ressonador , imaginem un gran nombre de

ressonadors iguals . L'energía corresponent a cada un

d'ells, suposarem que representa l'energía d'aquell antic

ressonador únic en un determinat moment. Es a dir , les

energies sucessives d'aquell ressonador únic seràn ener

gíes simultanies en un gran nombre de ressonadors . Dis

tribuirem entre aquests una determinada energía segons

la llei de l'atzar , buscarem la distribució més probable i

en calcularem la mitjana.

Considerem, doncs, un nombre molt gran N de res
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sonadors de la mateixa freqüencia i distribuim l'energía

U entre ells segons les lleis de l'atzar , suposant l'energía de

naturalesa discreta , es a dir formada per parts indivisi

bles que són els quanta de Planck.

Suposem que hi hagi

No electrons als que correspongui una cantitat d'energía . oε

N₁ Ιε

N₂ 2€

N₂ ....

Repetint aquí el raonament fet pel cas dels gasos mo

no-atòmics , la probabilitat d'aquesta distribució resulta

ésser

i l'entropia

verificant-se

W==

amb les condicions

N!

No! N₂ !... N₂ !...

SN=KI.W

κε

EN, Ni UN=ΣN,ne

Aplicant la fórmula de Stirling i simplificant , com en

el cas del gas monoatòmic, s'obté

SN-K (N.N- ΣN₂l.Nn)

Com que's tracta de la distribució més probable, SN

ha de ésser màxima i per tant , s'ha de verificar

dl.W=—Σ(8N„l.Nn + ôNn) =—Σ (l.Nn + 1 ) &N„= 0

ΣδN = 0 i ΣδΝ ,n = 0n

Multiplicant aquestes dugues igualtats últimes res
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pectivament per λ i p, i sumant, resulta com a condició

de màxim de S

—(1 +7.Nn) +λ+µne= 0

Nyeλ-1efns

Substituint a el valor de SN resulta

SN=KNI.N-K (λ— 1 )N— KµUN

d'on

D'aquí deduim

dSN

dUN

i segons l'apartat c , tenim

d'on

=
.Κα

—Kp=

Per altra part, de N-EN, es dedueix

N=eλ -1Ye-R

ne

λ-1=l.N- 1.Σe KT

μTenim, doncs , determinades les constants µ iλ i subs

tituintles al valor de S resulta:

SN= KNI. Le -KT +

O

UN

T

Si UN representaràn, respectivament , l'entropia i

SN :

N

energía mitjanes d'un electrón, de manera que tindrem,

definitivament,

ne U

S= Kl.Σe ~ KT + T
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o bé

Amb aquesta relació queden trobades les quatre re

lacions fonamentals.

El valor de UN serà

d'on

U=

ns

UN- ed-1Σnee KT

UN N

ne

Σκερκτ

ne

Σκερ-Κτ

ne

Le KT

Uy=

-

ε

พร €

Σe KT ект I

I segons el valor de U deduit en l'apartat a,

8πν3 ε

C3 ε

(*)

ект -I

i aquesta és la llei que's buscava.

R

La K és la constant de probabilitat , la mateixa dels

gasos monoatòmics i que val essent R la constant

N

dels gasos i N la constant d'Avogadro. Respecte a la e,

la llei de Wien que expressa que el màxim de intensi

tat correspon a una freqüencia v i temperatura T, tals

T

que constant , exigeix que
V

K=hv

(*) L'anomenat principi de equirepartició, segons el qual a cada grau de

llibertat correspòn l'energía KT, haguera conduit a U-NKT. Però la llei

de radiació que d'això es dedueix no ve confirmada per la experimentació ni

dóna un valor finit per a les radiacions de indefinidament petita llargada de

ona. Per tant, el principi de equirepartició no es verifica. Aqueix és el gran

mèrit de Planck d'haver portat a demostrar la necessitat de modificar aquell

principi. Vegi's (4) (6).
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de manera que la llei definitiva de la radiació vindrà

donada per

Uy=

8πy3 h

C3 hy

ект
-I

La constant h s'anomena constant de Planck i la

experimentació dóna

h=6'55 x10-27 ergs-segon.

2. La teoría que hem exposat és conforme amb els re

sultats experimentals. Es també la única teoría cone

guda per la que succeeix això. No obstant, greus ob

jeccions s'oposen a la hipòtesi de la variació discontinua

de l'energía. En efecte, es comprèn difícilment com un

oscil·lador , sota l'acció continua de la radiació , absor

beix energía per quantitats finites . Per eliminar aquesta

dificultat, el mateix Planck ha modificat la teoría ante

rior suposant l'absorció d'energía per un electrón com

un procés continu, de manera que la seva energía no és

necessariament un múltiple enter del quanta correspo

nent; en canvi, l'emisió sí que's fa per quantitats finites

o quantes. La llei de radiació a què condueix aquesta

nova hipòtesi és la mateixa que hem trobat abans.



Càlcul de U=

Se

i

n²+ n.2

N2

Recordant

d'on

2

e2 av

4m

dv=

da

Cos2a

que

Resulta, doncs ,

S

OC

2np

n.2- n2

S

NOTA

Oc

∞n²+n.²

M2

2p [no2 -n2 +2n2]

(n.2 — n²)

n2+ n.2

(n.2- n2)2+ (2np)2

== tga, tenim

dv.

n² + no²

N2

U=

dv=

1

2πdv= 4πρ

dv=

1+

Απρ

e2av2

16mp

S

1

2np 2

\n.2— n²]

S

CC

π

n2+n.2

(n.2-n2)2

2np

\n。2— n²]

1+

n.2+ n 2

(n.2 - n2)2

da=

=cos2α,

1

4p

dv.

dv.





CONFERENCIA IV





TEORÍA DEL CÒS SÒLID MONOATÒMIC

A. ENERGÍA LLIURE (DEBYE) (10)

I. Recordem que l'energía lliure de Helmoltz en tot sis

tema ve definida per

verificant-se que

o bé

essent el treball exterior .

Si prenem com a variables independents la T i una

altra, el volum, p. e, tindrem, suposant el volum constant,

d'on

OF

ST

5

dT

OF

ST

----

•

dT

.

F-U-TS

TdE-dU-d5

SU S

-T

ST ST

―――-dT

-

&F

ST

(v= const , )

-S.

dT- SdT

Així, coneixent F en funció de T i v, es pot cal

cular desseguida l'entropia i fins l'energía interna,

puix

=

-- SdT

U F+TS F-T

OF

ST
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Suposant ara, una transformació isotèrmica , tindrém

SF SU

dv= -du- T -du - d5T-const .

δυδυ

d'on

tindrém

o bé

as

δυ

OF

δυ

=

ço que'ns dóna la pressió a què té lloc la transforma

ció. Recordant que, segons la teoría dels quanta, l'en

tropia d'un electrón és :

∞

S=Kl.Σe

-P

0

ns

KT
U

++T

ne

F-KTI.Ee KT
ME

F=KTI. ( 1-e

( 1 -

-pdv

ε

KT

2 . Si escalfem un còs sòlid es dilata , explicant-se això

amb la hipotesi segons la qual les molècules vibren. Si

les vibracions fossin simètriques respecte a la posició

d'equilibri , el sòlid no podría augmentar de volum, puix

les posicions mitjanes de les molècules foren sempre les

mateixes. Això ens diu que en dites vibracions hi ha

alguna complicació , p . e . que la força elàstica que actúa

sobre cada molècula no pot ésser funció senzillament

linial de la distancia. Admetem que dita força és funció

qualsevol d'aquesta, la suposarem desenrotllable y des

enrotllada per la fórmula de Mac-Laurin i pendrem di

versos termes, fins a les potencies segona o tercera

(p. e.) . En aquesta suposició, la vibració és dissimètrica

i per aquest motiu pot explicar-se perfectament la dila

tació dels cossos. Així resulta que l'energía potencial
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de la molècula és de la forma Kx² + K'x³ quan la força

és funció quadràtica de x. Despreciant el terme en x³,

tenim el moviment harmònic. Ara bé, suposant petita

la dissimetría, és fàcil veure que, pel càlcul de l'energia,

pot pendre's amb molta aproximació sols el terme que

correspon al moviment harmònic.

3. Suposem, ara, amb Debye que el còs sòlid és cons

tituit per un nombre molt gran de ressonadors o elec

trons del tipus estudiat en la teoría dels quanta , i sigui

N aqueix nombre. Suposarem que l'energía potencial

d'oscil·lació dels mateixos pel càlcul de l'energía sigui

funció quadràtica de llurs posicions relatives . Es pot

demostrar (*) que en cada oscil·lador la oscil·lació es

compon de la suma de 3N oscil·lacions . Introduirem en

lloc de les coordenades relatives dels oscil·ladors , 3N noves

coordenades que siguin funcions linials de les antigues,

de manera que l'energía potencial i la cinètica puguin

expresar-se com a suma de quadrats. Si designem per

qx 92, 939, aquestes noves coordenades, es tindrà

i
2

T= q'î + q'₂ + + 9'3N

i les equacions de Lagrange se convertiràn en

2

U=K, q,² + K₂92²+ .... + K3N 93N

d2qn

dt2

+ Knqn =0

....

n= 1, 2 , 3, .. 3N.....

Segons aquestes equacions diferencials cada coorde

nada té una freqüencia propia v, (n= 1, 2 , 3 , .... 3N) .

Considerem el sòlid en el zero absolut; els ressona

dors estaràn tots en la seva posició d'equilibri.

Quan el còs és escalfat , els àtoms se belluguen i co

(*) Vegi's la nota al final de la Conferencia.
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mencen a oscil·lar assimetricament al voltant de posi

cions variables amb la temperatura per causa de la qual

variabilitat el còs se dilata.

Les freqüencies d'aquests moviments vibratoris són fun

cions de la dilatació ▲ del còs.

Al escalfar el còs li comuniquem energía que's re

troba en els moviments dels átoms, però en virtut de

la dilatació, si la pressió exterior no és nul·la, executa a

l'ensems un treball. La sola existencia de la pressió o ten

sió exterior, independentment de tota elevació de tem

peratura, representa ja una certa energía potencial

acumulada en el còs . En el cero absolut, quan els àtoms

són en repòs, l'existencia d'una tensió p que dilata el

còs d'una quantitat A, representa la acumulació d'una

quantitat d'energía &, que es pot evaluar de la manera

següent. El treball extern necessari per la dilatació ▲,

és pº ja que la pressió comença per ésser o i acaba
2

2

per ésser p, per tant podem suposar aproximadament

que la variació de volum té lloc a la pressió . Intro

duint el coeficient de compresibilitat a o° absolut,

essent V, el volum inicial, resultarà

△。

pV.

20
=

&

2
Δο

2Vox。

Quan el còs es dilata escalfant-se , i és sotmès a la

tensió a la fi de la dilatació A, cal tenir compte, al

calcular l'energía &, de les dues energíes, la calorífica i la

purament mecànica. Quant a aquesta última, val, com

ja hem dit,

A2

2V。。
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Queda la part d'energía purament calorífica deguda

a les vibracions, que es pot considerar com la suma de

les energies corresponents a cada una de les coordena

des oscil·lants calculades segons la teoría dels quanta.

Així l'energía lliure corresponent a la coordenada q,, de

freqüencia , serà, tenint present que ɛ = hv,

Fy = KTI. ( 1- e

(

L'energía lliure corresponent al moviment vibratori,

serà, doncs ,

F=

(- )

KT

n=3N

Σ
KT

KT 1. (1 )n =0

en la qual és funció de A, puix ja s'ha quedat que

segons la dilatació varíen les vibracions atòmiques. L'e

nergía lliure total serà,

A2

2V。。

n=3N

+ KT 2 1. (1-6 )

hvn

KT

n=1

Aquesta fórmula es pot simplificar, puix com que

N és molt gran, i del càlcul resulta que el nombre

de oscil·lacions de freqüencia inferior a v, essent max la

3Ny3

corresponent a la freqüencia màxima , és Z=
13

màx

convertir en un integral . Així tindrem

A2
F=

9NKT

+

2x0Vo v3màx

màx

nombre de oscil·lacions de freqüuencia compresa entre

9Ny²

vi v dv, serà dZ = dv i la anterior es podrà
3

màx -

Smt. (x - 6 #7)

I-e

Posem, per simplificar, 0,I
=

hvmax

K

"

vd .

el

quantitat homogè
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nia amb una temperatura, i que anomenarem tempera

tura crítica . Aquesta quantitat depèn essencialment de

la energía calorífica o vibratoria per figurar max en ella.

Debye relaciona màx amb ▲ per la fórmula empírica

U=

en què l'índex o fa referencia al zero absolut . La bon

dat d'aquesta fórmula no té altra comprovació que l'a

cord dels fets amb les conseqüencies que d'ella poden

lògicament deduir-se . Les constants 0,, a i b són carac

terístiques de la substancia.

B. EQUACIONS D'ESTAT

Segons les fórmules aduides en començar aquesta con

0,
ferencia, l'energía interna U serà, posant

Τ

Δε

2% Vo

Δ 6 A2

0. =0 (x— a ~ +4.5)
2

V。 2

Aquesta equació té la forma

U=ƒ (A, T)

és a dir, és l'equació calòrica d'estat.

El valor de la pressió serà

ቀ፡

F

SA

-x

+9NK0, {= 1. ( 1— ē ″ ) — 2,St.1. (1—e*)d£}

3

x4

É -e

x

Δ

Xo Vo

9NK

hv

KT

= x=

-
-e

- 3Seri . ( x — +) de }

-x
de₁ (I

01 )=1. (1— e *)—
dAx

01

Δ 4

-b

- + ++ ( − 1 ) 9NKE. (-)*S. + 84.XoVo V。 0, e -I



Els elements discrets de la Materia i la Radiació 63

U=

Aquesta és la equació ordinaria d'estat ,

Escribint

tencies de

+9NKT

-

Δ

HIP

9NKT

X03 St

A2

T

A SV.

Voo

xo

――

es troba

3 de

et-I

V
o

{
V.2 18 % NKT

+

i desenrotllant U ip segones po

+9NKTa

12a2-3b I

pV。=a

=3NK

2 X030

Δ

- = a

V。 V. x.3

a²
2

xo² exo

2 (exo -1)²

9NKT

X03

9NKT

X03

Δ ) 3

Voxo3

*。 9NKT

So

St

xo

S

J

xo

xo

Some0

× de

e -I

3 de

es-I

³ de3 dâ

Ë3 d

e -I

e -Iεξ

E3 de

e -1 exo

(4a² - b)

Suposem que el còs es dilata a la pressió atmosfè

rica. En aquest cas, po i la última equació dóna la

dilatació en funció de la temperatura . En primera apro

ximació per a temperatures baixes, més senzillament,

3a²-b

+ a²9NKT

ax。=

U

Xo

Xo

2 exo - I

3x

[#2S 24-27].[S
ex

Xo

--

exo

V。

Aquesta fórmula confirma la llei de Grüneisen : el coe

ficient de dilatació, (d4), és proporcional a la calor espe

cífica

SU

ᎥᎢ•

El valor d'aquesta, és , en general, segons el valor

de U,
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El valor de N3K és 5,955, representant-lo per coc

per correspondre a T∞, tindrem

sigui de

teixa.

0,

Cu

Сос

=

12

x3

Aquesta fórmula indica que la calor específica de

cossos solits monoatòmics és una funció universal de xo

és a dir , per tots els dits còssos és la ma

T

x

é3d

S"bd -3xe -I

Per a temperatures baixes, és a dir, valors grossos

de x, és pot substituir x per ∞ en el límit de la inte

gral, la qual desenrotllada en serie i calculada dóna la

fórmula

Co

Coc
= 77,938

T3

és a dir, a temperatures baixes, la calor específica dels còs

sos sòlits monoatòmics és proporcional al cube de la tem

peratura absoluta . Aquesta llei , fins quantitariament,

s'acorda amb els resultats experimentals molt més que

les lleis que s'havíen donat previament.

0,3

El valor de U, per a temperatures baixes és propor

cional a la quarta potencia de T.

Si a un còs se li aplica una pressió uniforme en

tots sentits p, l'augment de volum és com ja hem

dit

a

A=-V₂ p.

Comparant amb el valor trobat de A resulta que el

moviment calorífic donaría lloc a una pressió dirigida a

fora igual a

U。
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Les fórmules anteriors permeten el càlcul de la com

pressibilitat aa una temperatura qualsevol segons la

fórmula

I

——vdp_ —— (V. +A) dpV ap

dA

=

A molt baixes temperatures, resulta

I I 374 NKO

(4a²—a—b)
x Но 5 Vo

El factor 4a²
b és positiu, per la qual cosa

resulta de la fórmula que la compressibilitat
augmenta

al créixer la temperatura.

―――― a-

T4

004

Existeix una relació directa entre 0, i les constants

elàstiques, puix 0, depèn de Vmax, i aquest freqüencia mà

xima de l'espectre de les vibracions depèn així ma

teix de l'elasticitat del còs sòlid , de manera que max es

pot calcular en funció de la densitat , compressibilitat

i constant de Poisson (relació de la contracció trans

versal a l'allargament) . Resulta d'això una comprobació

de la teoría, ja que els valors de 0 , es poden calcular

adés valent-se de la fórmula de les calors específiques

substituint-hi els resultats numèrics de ci T que dòna

la experimentació, adés calculantse a partir dels valors

de les constants elàstiques. Els dos valors de 0 aixís

calculats ofereixen realment molta semblança .



NOTA

Sobre l'espectre de les vibracions atòmicas d'un còs sòlid

i sobre la densitat de dit espectre

Per resoldre aquest problema, Debye suposa el còs de naturalesa

continua, en troba les vibracions propies, que per ésser continuas

seràn infinitas i en pren les 3N de més baixa freqüencia. Realment el

procediment és sols aproximat i les fórmules donades en la conferencia

no es poden considerar vàlides per a altes temperaturas en què les on

des engendrades siguin comparables a les distancies entre dos àtoms.

Debye considera no obstant justificat son artifici per l'acord que obté

amb la experimentació.

El problema queda referit a un problema d'Elasticitat en el qual no

entrarem aquí (*) . Sols direm que per fer el càlcul, Debye suposa el còs

esfèric amb les condicions límits de ésser nuls els moviments en la su

perficie. Les equacions ordinaries de l'elasticitat dinàmica en el cas de

moviments periòdics porten a equacions a derivades parcials respecte

les coordenades que han de ésser resoltes tenint en compte les condicions

als límits, les quals determinen les freqüencies de l'espectre de vibra

cions propies, com en una corda vibrant.

Un cop trobat l'espectre , o siguin les diverses freqüencies, defineix

Debye el grau de llibertat com la meitat del nombre de constants que

son necessaries per a definir un estat determinat d'oscil·lació en què les

freqüencies siguin totes inferiors a un cert límit. Aquest és el número

que resulta proporcional a v³.

(*) Vegi's Debye Annalen der Physik, 1909, volum 30 i 1912, volum 39.



TAULA DE CONSTANTS ATÒMIQUES

Valor de la constant de Avogadro o nombre d'àtoms continguts en

la molècula-gram (16 gr. d'oxigen , 18 gr . d'aigua, etc. ) .

a) Deduit del moviment brownià , 68,5 × 1022.

b) Deduit de la teoría de la difusió de Einstein , 69 × 1022.

c) Deduit de observacions de opalescencia en el veinatge de

punt crític, 75 × 1022.

Altres mesures a Radioactivitat, Radiació i Electricitat porten a

valors del mateix ordre. Els més exactes són els deduits de mesures

radioactives i del estudi del moviment directe de partícules materials

carregades de un número sencer d'electrons , les quals porten a valors

més petits que'ls anteriors compresos entre 57 a 65 × 1022.

Massa d'un àtom de hidrogen 1,64 × 10-24 gr.

(La de una molècula de qualsevol substancia s'obté multiplicant el

número anterior pel pes molecular. )

Diàmetre molecular.

Ehlem

Argon

Clor

Heli

Aire ...

Oxigen

Nitrogen

Aigua ...

Velocitats mitjanes de les molècules.

Per l'aire

» l'àcit carbònic .

» l'oxigen

» l'hidrogen

» l'èter ..

» l'aigua

33x 10-9 cm.

25

19

17

28

26

28

21

» l'oxigen ....

» l'hidrogen

» l'aigua

485 m. per segón

392

461

1843

302

614

Camí lliure entre dos chocs (a 0° i 760 mm. de pressió) .

Per l'aire ....... 95 uu (millonèssimes de mm. )

» l'àcit carbònic. 66

102

180

65



Distancia entre dos plans succesius d(100) de molècules en el cas

de la sal CINa 2,80 × 10-8 cm.

Els planos 110 i 111 disten respectivament√2 i

Quantum elemental d'electricitat:

e= 1,59 x 10-19 coulombs

=4,77 × 10-10 unitats electrostàtiques C. G S.

= 1,59 × 10-20 electromagnètiques »

.....

Càrrega transmesa per equivalent 965'40 coulombs.

Relació de la càrrega elèctrica a la massa material :

Raigs a 5 x 103 unitats E. M., C. G. S.

«

Raigs ẞ …………….. 1,75 × 107 unitats E. M., C. G. S.

Raigs catòdics . 1,75 × 107 unitats E. M. , C. G. S.

Càrrega elèctrica.

Raigs a

Raigs B

Raigs catòdics

.....

e

m

e

V vegades més .

3,0x 10-10

1,59 ×10-20

1,59× 10-20

En els raigs ẞ o catòdics la dependencia entre

v=4×3× 1010 cm. , seg. és

= VMo

e

mo

(Es casi la mitat del

valor que correspon al

transport d'electricitat

positiva per l'hidrogen

electrolític.)

(Reduit a la velocitat

zero.)

(Reduit, es a dir per

raigs lents.) .

(Casi el doble de

quantum).

(El quantum).

e

m

-42

m. correspon a p =0.

Nombre de partícules a emeses per 1 gr. de radi pur: 34 x 1010.

Magnetó gram 1123,5 unitats C. G. S.'

Magnetó gram elemental o magnetó 16,4 × 10-22 C. G. S.

Nombre de magnetons de l'àtom de ferro: 1.

> níquel: 3.

Constant de Boltzmann K=1,47 × 10-16 erg.

Constant de Planck h=6,55 × 10-27 erg-segón.

(Paschen i Gerlach admeten el valor 7,10× 10-27 per a la constant

de Planck).

i la velocitat
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